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Plan du cours

@ Notions Topologiques dans R™
@ L'espace vectoriel norme R™
@ Notions topologiques dans R"

© Fonctions de plusieurs variables réelles
@ Préliminaires
@ Limite et continuité
o Calcul différentiel
@ Extrema
@ Difféomorphismes et Théoreme des fonctions implicites

© Calculs des intégrales doubles et triples
@ Rappel
@ Intégrales doubles
@ Intégrales triples
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Q Notions Topologiques dans R"
@ L'espace vectoriel norme R”
@ Notions topologiques dans R"

Q Fonctions de plusieurs variables réelles < N\\?x

o Préliminaires =2 PQ?/

@ Limite et continuité \{O P\O 9

e Calcul différentiel @Oa@de‘\)jb

@ Extrema Q@Ps /\rL‘

@ Difféomorphismes %%"Phe@@r%e des fonctions implicites
© Calculs des intégrales doubles et triples

@ Rappel

@ Intégrales doubles

@ Intégrales triples
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Notions Topologiques dans R™ L'espace vectoriel norme R"™

R™ est I'espace produit de n ensembles identiques R, i.e

R"=Rx---xR, ol neN*
—_——
n fois
Un élément x de R™ s'écrit sous la forme z = (z1,12,...,2,), ou les z;
sont des réels L'espaceR" peut étre muni d’une structure d’'espace

vectoriel sur R. Il suffit de poser pour tout couple
r=(21,22,...,2n), Y= (y1,Y2,--,Yn) €t pour tout ot € R :

z+y=(ri+y,2+y2,...,Zn+y,) et azr=(az,qs,...,0x,).

R™ est un espace vectoriel de dimension finie (dimR" = n) dont
B ={ey,...,e,} est la base canonique ou
e1 =(1,0,...,0), e =(0,1,0,...,0) et e, = (0,...,0,1).
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Notions Topologiques dans R™ L'espace vectoriel norme R"™

Distances.

Définition
Soit E un ensemble quelconque. On appelle distance (ou métrique) sur E
toute application d définie de E x E a valeurs dans R™, vérifiant les
propriétés suivantes :
i) V(z,y) e EXE, d(z,y)=0z=y (Séparation) ;
i) Y(z,y) € ExE, d(z,y)=d(y,z) (Symétrie) ;
iii) V(z,y,2) EEXEXE, d(z,y) <d(z,z)+d(z,y)
(Inégalité triangulaire).

L'ensemble £ muni de cette distance est appelé espace métrique noté
(E,d).
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Notions Topologiques dans R™ L'espace vectoriel norme R"™

Exemples :
© L'application définie par d(z,y) = |x — y| est une distance sur R.
@ L'application définie par d(z,y) =z —y|+|% — %] est une distance
sur R*.
© L'application définie sur E x E par d(z,y) = { (1) z: i;g
distance sur E appelée la distance discréte et (E,d) est un espace
métrique discret.

est une
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Notions Topologiques dans R™ L'espace vectoriel norme R"™

Normes.

Définition
Soit E un K-espace vectoriel (K =R ou C). On appelle norme sur £
toute application N de E dans R™ vérifiant les propriétés suivantes :
i) VteE, N(z)=0 < z=0 (Séparation) ;
it) Ve € E, VA€K, N(Az)=|A|N(x) (Condition
d’homogénéité) ;
i) V(z,y) € EXE, N(z+vy)<N(z)+N(y) (Inégalité
triangulaire).
N(z) la norme de z est souvent notée ||z||g ou ||z||. L'espace £ muni de
cette norme est appelé espace vectoriel normé (e.v.n). On le note (E,|| ||). |
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Notions Topologiques dans R™ L'espace vectoriel norme R"™

Exemples :
@ La valeur absolue est une norme sur R.

@ On peut munir 'espace vectoriel R™ par les normes usuelles || |1, || |2
et || ||~ en posant pour chaque élément z = (21,...,x,) de R™:

n
Izl = £ loi;
=1

(S

n
[z]l2 = ( N2 (Norme euclidienne);
i=1
||l = sup |z;] (Norme sup ou infini).
i=1,...,n

Exercice : Vérifier que les applications précédentes || |
des normes sur R".

1, | |2 et || || sont
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Notions Topologiques dans R™ L'espace vectoriel norme R"™

Remarques :

© Tout espace vectoriel normé (E,|| ||) est un espace métrique dont la
distance est définie par d(z,y) = ||z — y||. Cette distance est appelée
distance associée a la norme || || et on a ||z|| = d(z,0) pour tout
AR

@ On peut trouver des espaces métriques dont la distance n'est associée
a aucune norme.
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Notions Topologiques dans R™ L'espace vectoriel norme R"™

Proposition.
Soit (£,|| ||) un espace vectoriel normé.
e VzeE, |lz][>0et |-zl =]zl
o Vai,...,zp €E, YA,...;4, €K, ||XP_ Az <
1=t [l [l
o v,y B, |||zl =lyll | <llz—yll. )

Preuve : "A titre d'exercice”.
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Notions Topologiques dans R™ L'espace vectoriel norme R"™

Définition
Deux normes N et Ny, définies sur un méme espace vectoriel normé F,
sont dites équivalentes s'ils existent deux réels strictement positifs o et 3

tels que
a Ni(z) < Na(z) <BDNi(z), Vz€eE.

On écrit alors N7 ~ Ns.

Exercice : Montrer que les trois normes usuelles || [|1, || |2 et || ||«
définies sur R™ sont équivalentes
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Notions Topologiques dans R™ Notions topologiques dans R™

Boules ouvertes, boules fermées et parties bornées.

Définition
Soit a € R™ et r € RY..

@ La partie S(a,r) ={z € R": ||z —al| = r} est appelée sphere de
centre a et de rayon r.

@ On appelle boule ouverte de centre o et de rayon r la partie de
R™ notée B(a,r) (ou Bj |(a,r) pour montrer la norme utilisée) et
définie par

B(a,r)={z eR": ||z —al| <r}.

© On appelle boule fermée de centre a et de rayon 7 la partie de R"

notée B'(a,r) (ou By(a,r) ou B\ll H(a,r)) et définie par

B'(a,r) = Bf(a,r)={z €R": ||z —al| < r}.
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Notions Topologiques dans R™ Notions topologiques dans R™

Boules ouvertes, boules fermées et parties bornées.

Remarques :
© Dans le cas ol a =0gn et 7 =1, on parle des boules et spheres
unités.
@ Les boules (resp. sphéres) ont des formes géométriques différentes
selon les normes utilisées
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Notions Topologiques dans R™ Notions topologiques dans R™

Exemples :
* Dans (R?,[] ||2) :

S 1:((0,0),1) = {(z,y) €R?: [|(z,9)ll2 =1} ={(z,y) €R*: Va2 +y2=1}

et

B 1,((0,0),1) ={(z,y) e R? t J|(z, yll2 <1} ={(z,y) €R*: Va2 +32 <1}

o = = = = vae

PROF YOUSEF oussama.tech academie



Notions Topologiques dans R™ Notions topologiques dans R™

Exemples :
x Dans (R?,|| ||1) :

S 1 ((0,0),1) = {(z,y) €R*: ||(z,9)[1 =1} = {(z,9) €R?: |z|+|y| =1}
et
By ,((0,0),1) = {(z,y) €R*: ||(z,y)ll1 <1} ={(z,y) €R?: |a|+]y| <1}.

B(0,1) 1 S(0.1)

/

.
=
=
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Notions Topologiques dans R™ Notions topologiques dans R™

Exemples :
* Dans (R2, ] ||«) :

8 1.((0,0),1) = {(z,y) € R?: [|(2,y)||» = max(|a|, |y]) = 1}

et
Bj 1.((0,0),1) = {(z,y) € R*: [|(,9)|l = max(|z[,]y|) < 1}.
B(0,1) | :7 1)
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Notions Topologiques dans R™ Notions topologiques dans R™

Exemples : Généralement pour 1 < p < +oo, on définit les normes de
1

Minkowski sur R™ par || X ||, = (i |xi|p> p, VX e R™

x En particulier, dans (R?,]| ||,) aZ;éc 1<p<Hoo:

11, ((0,0),1) = {(2,9) € B2 [|(@,9)llp = (=]? +]yl")7 =1}
et By 1, ((0,0),1) = {(z,9) € R?: ||(z,9)ll, = (J=IP + |y|")» <1}.

= =] = = 9Qq
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Notions Topologiques dans R™ Notions topologiques dans R™

Boules ouvertes, boules fermées et parties bornées.

Définition et Propriété.
© Une partie A de R" est dite bornée si elle est inclue dans une boule
(ouverte ou fermée). Dans ce cas, le diametre de A est fini, ou le
diameétre est défini par

diamA = sup{d(a,b): (a,b) € Ax A} <oo.

© Une partie A de R™ est bornée si, et seulement s'il existe M > 0 tel
que pour tout z € A on a [jz|| < M.
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Notions Topologiques dans R™ Notions topologiques dans R™

Les ouverts et les fermés de R".

Définition
@ On dit qu'une partie 8 de R"™ est ouverte si elle est vide ou si pour
tout a € 0, il existe une boule ouverte de centre a contenue dans 6.
C'est-a-dire, 0 est un ouvert si, et seulement si, 6 =0 ou
Ya € 6,3r >0 tel que B(a,r) C 6.
@ On dit qu'une partie F' de R™ est fermée si son complémentaire CE,
est un ouvert dans R". )

Exemples :
© Les boules ouvertes (resp. fermées) de R™ sont des ouverts (resp.
fermés) dans R™.
@ Toute partie finie (contient un nombre fini d'éléments) de R" est
fermée

© 0 et R" sont a la fois ouverts et fermés.
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Notions Topologiques dans R™ Notions topologiques dans R™

Les ouverts et les fermés de R".

Proposition.
i) Toute union (finie ou infinie) d'ouverts de R™ est un ouvert.
i) Toute intersection finie d'ouverts de R™ est un ouvert.
iii) Toute union finie de fermés de R" est un fermé.

iv) Toute intersection (finie ou infinie) de fermés de R™ est un
fermé.

Preuve : Voir TD

Exercice : Donner des contre-exemples pour expliquer pourquoi on ne
peut pas généraliser les résultats ii) et iii) a une intersection ou réunion
quelconque.
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Notions Topologiques dans R™ Notions topologiques dans R™

Voisinages.

Définition
On dit qu’une partie V de R™ est un voisinage de a € R" si V contient

une boule de centre a. On note par #/(a) I'ensemble des voisinages de a.
Autrement dit,

V € ¥ (a) si, et seulement sl existe r > 0 tel que B(a,r) C V.

Exemple : Pour r > 0, la boule fermée B’(a,r) est un voisinage de a.
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Notions Topologiques dans R™ Notions topologiques dans R™

Voisinages.

Proposition.
Soit a € R™.
i) Si Ve¥(a)alors ac V.

i) Toute intersection finie de voisinages de a est un voisinage
de a.

i) Si Ve ¥(a) et V.C W alors W e ¥(a).

Preuve : Exercice.

Remarque : Dans un espace vectoriel normé E, deux normes équivalentes
N; et Ny définissent la méme topologie, c’est-a-dire, les ouverts de

(E, Ny) sont des ouverts de (E, Ny) et réciproquement. |l en est donc de
méme pour les fermés et les voisinages.
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Notions Topologiques dans R™ Notions topologiques dans R™

Suites de R".

Définition : "La convergence dans R™".
Soit (2 )ren une suite dans R”, c'est-a-dire, z, = (of,...,2%) € R™ pour
tout £ € N. On dit que la suite (z3)ren converge vers | € R" si
Igim |z — || =0, ce qui signifie que
—>00

Ve>0, INeN, Vk> N on a ||z — ]| < &.

Dans ce cas, la limite [ est unique et on note Igim x, = [ ou k—> l.
—»00 —»00

Remarque : Si (z3)xen est une suite de R™, alors pour toute application
¢ : N — N strictement croissante, la suite (Zy(;))ren est appelée une
sous-suite (ou suite extraite ou suite partielle) de la suite (zx)gen.
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Notions Topologiques dans R™ Notions topologiques dans R™

Suites de R".

Définition : "Suites de Cauchy dans R™".

On dit qu'une suite (zx)ken d'éléments de R™ est de Cauchy si

Ve>0, AN €N, telque Vp> N, V¢g> N on a ||z, — 4] < €.
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Notions Topologiques dans R™ Notions topologiques dans R™

Suites de R".

Théoreme

Soit (23 )ren une suite de R™, avec z = (zf,...,z*) pour tout k € N. La
suite (xy)ken est convergente vers [ = (1j,...,1,) € R" si, et seulement si,
les n suites réelles (z)gen;, ... et (zF)zen sont convergentes vers

li,... et I, respectivement. On dit que la convergence dans R" est
équivalente a la convergence composante par composante.

Preuve : Faite au cours
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Notions Topologiques dans R™ Notions topologiques dans R™

Suites de R".

Remarques : Par le méme principe, on peut généraliser des résultats
connues pour les suites réelles au cas des suites dans R™, a savoir :
@ Une suite (23)ren de R™, ot a3, = (zf,...,3%) pour tout k € N, est
de Cauchy si, et seulement si, les n suites réelles
(2f)ken, - -- et (zF)ren sont toutes de Cauchy.
© Toute suite convergente de R™ est une suite de Cauchy. La réciproque
n'est pas vérifie sauf dans un espace complet, ce qui est le cas pour
(R™ | 11)-
© Toute suite convergente (a3 )xeny de R™ est bornée, c'est-a-dire qu'il
existe M > 0 tel que ||zx|| < M, Vk € N. De plus ||]!1_r>r:°xk]\ <M.

© '"Théoréeme de Bolzano-Weierstrass” : De toute suite bornée de
R™, on peut extraire une sous-suite qui converge.
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Notions Topologiques dans R™ Notions topologiques dans R™

Adhérence, Intérieur et Frontiere d’une partie de R".

Définition
Soit A une partie de R™.

@ L’'adhérence de A, notée A (ou adh(A)), est le plus petit ensemble
fermé contenant A. A n'est autre que |'intersection de tous les fermés

contenant A.

Q@ L'intérieur de A, noté A (ou Int(A)), est le plus grand ouvert
contenu dans A. C'est la réunion de tous les ouverts contenus dans A.

© La frontiere de A, notée d A (ou Fr(A)), est I'ensemble des points
adhérents A qui ne sont pas des points intérieurs A. C'est-a-dire,

dA=A\A=An(4)°.
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Notions Topologiques dans R™ Notions topologiques dans R™

Adhérence, Intérieur et Frontiere d’une partie de R".

Remarques : Soit A une partie de R".
e ACACH,
e A est fermé si, et seulement si, A = A;
e A est ouvert si, et seulement si, A= A;
o JA=ANAc.
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Notions Topologiques dans R™ Notions topologiques dans R™

Adhérence, Intérieur et Frontiere d’une partie de R".

Proposition.

Soit A une partie de R".
i) z € A si, et seulement s'il existe £ > 0 tel que B(z, &) C A.
it) x € A si, et seulement si, pour tout € >0 on a
B(z,e)NA#0.
iii) z € A si, et seulement s'il existe une suite (zx)ren
d'éléments de A qui converge vers .

iv) A est fermé si, et seulement si, pour toute suite (z;)gen de
A qui converge vers z, on a x € A.

Preuve : Faite au cours
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Notions Topologiques dans R™ Notions topologiques dans R™

Parties compacts de R".

Définition
Une partie K de R™ est dite compacte si elle est fermée et bornée. )
Exemples :
© Les boules fermées, les sphéres et les parties finies sont des compactes
de R".

@ La boule B(a,r)={xz € R™\||z — al| < r} n'est pas compacte car
c'est une partie non fermée et I'ensemble U = {z € R"\ ||z — a|| > 1}
n'est pas compacte car c'est une partie non bornée.
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Notions Topologiques dans R™ Notions topologiques dans R™

Parties compacts de R".

Théoreme : "Bolzano-Weierstrass”.

Soit K une partie non vide de R", alors les assertions suivantes sont
équivalentes :

i) K est compact;

i) De toute suite de K, on peut extraire une sous-suite
convergente dans K.

Preuve : |l suffit d'appliquer a la fois les 4°™¢ assertions de la Remarque
1.2.17 et la Proposition 1.2.20.
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Notions Topologiques dans R™ Notions topologiques dans R™

Parties convexes de R".

Définition
© Soient a et b deux points de R™. On appelle segment de R"
d'extrémités a et b, I'ensemble noté [a, b] et défini par

[0,] ={(1—t)a+tb ) te0,1]}={a+t(b—a) / te[0,1]}.

@ Une partie C de R™ est dite convexe si pour tous points a et b de C
on a le segment [a, b] est inclue dans C. Autrement dit,

Va,be C,Vte[0,1], ona a+t(b—a)eC.

Exemple : Toute boule (ouverte ou fermée) de R™ est convexe.
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Fonctions de plusieurs variables réelles

© Fonctions de plusieurs variables réelles
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Fonctions de plusieurs variables réelles Préliminaires

Fonctions numériques de plusieurs variables.

Définitions.
@ Une fonction numérique de n variables réelles est une application
définie sur une partie Z de R" a valeurs dans R. On écrit

f: 2 CR" — R
T =(x1,.5. ) — f(x).
@ L'ensemble Z est appelé domaine de définition de la fonction f.
© L'ensemble f(2) ={f(z)/ x € Z} C R est appelé I'image de Z par f.

Q Si ACR, I'ensemble f1(A)={z € P / f(z) € A} C P CR" est
appelé I'image réciproque de A par f.
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Fonctions de plusieurs variables réelles Préliminaires

Fonctions numériques de plusieurs variables.

Définitions.
© Pour tout réel o, on appelle courbe de niveau o de la fonction f,
I'ensemble Cy des points de & dont I'image par f vaut «, c'est-a-dire,

Ca={z€2/f(z)=0a}=f""({a}) CR".

@ L'ensemble Gy = {(z,f(z)) e R" xR / x € P} est appelé le graphe
de la fonction f sur 2. C'est une partie de R™*!.

PROF YOUSEF oussama.tech academie



Fonctions de plusieurs variables réelles Préliminaires

Fonctions numériques de plusieurs variables.

Exemples :

° : 2 . 2
f. R — R .@f:R.

f: R — R; Zr =R3\{(0,0,0)}.
(:anvz) = f(‘/Evva):mQJ:;%‘
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Fonctions de plusieurs variables réelles Préliminaires

Fonctions numériques de plusieurs variables.
Exemples :
© Le graphe G, de la fonction g, définie sur R? par

g: R — R (2, =R?)
(z,y) — g(z,y)=22+y%,

est représenté dans |'espace a 3 dimensions par la figure suivante
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Fonctions de plusieurs variables réelles

Exemples :

h:

Préliminaires
Fonctions numériques de plusieurs variables.
R2

— R

@ Le graphe G}, de la fonction h, définie sur R? par
(z,y) = hiz,y) =2y

est représenté dans |'espace a 3 dimensions par la figure suivante
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Exemples :

Fonctions numériques de plusieurs variables.

@ La figure suivante représente des courbes de niveaux
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Fonctions de plusieurs variables réelles Préliminaires

Fonctions vectorielles de plusieurs variables.

Définition.
Une fonction vectorielle de n variables réelles est une application définie
sur une partie Z de R™ a valeurs dans R? par p fonctions numériques

fi,--..fp définies sur & a valeurs dans R. C'est-a-dire,
f: 2 CR"” — RP
$:($1,...,.Z'n) b= f(x):(fl(x)7afp(x))a

ou
I'E 2 CR" — R Vie{l,...,p}.
z=(21,...,2,) — fi(z),
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Fonctions de plusieurs variables réelles Préliminaires

Fonctions vectorielles de plusieurs variables.

Exemple : On pose A= {(0,0,2z) € R* / z € R}, c'est exactement I'axe
(0z). Soit la fonction f définie par
[ R3\A — R3

X =(z,9,2) — f(X

)= (\/x2+y2’ \/:c2+y \/$2z+y2)‘

L'image par f de la sphere unité de R? privée de ses deux pdles de A est le
cylindre d'axe A et de base le cercle unité de R?.

f
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Fonctions de plusieurs variables réelles Limite et continuité

Limite d’une fonction numérique.

Définitions.
Soit f une fonction numérique de n variables réelles définie au voisinage
d'un point a = (ay,...,a,) de R", sauf peut-étre en a.
© On dit que la fonction f admet [ € R pour limite au point a et on
écrit lim f(z) =1si
rT—a

Ve>0,d3n >0 tel que |z—al<n=|f(z)—I|<e.
@ On dit que la fonction f tend vers 4o (resp. —oo) au point a si

VA>0,3n >0 tel que |[z—al|<n=f(z)>A (resp. f(z) < —A).]
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Fonctions de plusieurs variables réelles Limite et continuité

Limite d’une fonction numérique.

Exemples :
@ Soit f : R2 — R la fonction définie par f(z,y) = 22> —y2. On a

lim  f(z,y) =0.
earatiy! Y
@ Soit g:Rx]—%,%[— R la fonction définie par
g(z,y) = —z?+tany. Ona lim g(z,y) = +oo.
(z,y)—(0,5)
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Fonctions de plusieurs variables réelles Limite et continuité

Limite d’une fonction numérique.

Proposition.

Si une fonction numérique de n variables réelles admet une limite en un
point a, alors cette limite est unique.

Preuve : Faite au cours
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Fonctions de plusieurs variables réelles Limite et continuité

Limite d’une fonction numérique.

Proposition.

Si une fonction numérique de n variables réelles admet une limite en un
point a, alors cette limite est unique.

Preuve : Faite au cours

Remarque : La derniere proposition est souvent utile pour montrer que la
limite n’existe pas. Par exemple, la fonction définie sur R?\{(0,0)} par
flz,y) = fny n'admet pas de limite au point (0,0).

En effet, hmf(t t) = hm 1 2 et hmf(t 2t) = 11rn t2+4t2 =2

+t2 -
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Fonctions de plusieurs variables réelles Limite et continuité

Limite d’une fonction numérique.

Proposition.

Soient f: 2 C R™ — R une fonction numérique de plusieurs variables et
I € R. Les deux assertions suivantes sont équivalentes :

i) limf(q:) =1

i) Pour toute suite (zy)ren, d'éléments de &, convergente vers

a, la suite (f(zx))ken, converge vers [, c'est-a-dire,

Ty — o = f(zx) — L.
k—o0 k—yo0

Preuve : Faite au cours
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Fonctions de plusieurs variables réelles Limite et continuité

Limite d’une fonction vectorielle.

Définition.
Soit
f: 2 CR" — RP
T=(T1,...,2) = f(2)=(A(),....fp(z))

une fonction vectorielle de n variables réelles définie au voisinage d'un
point a = (a,...,a,) de R", sauf peut-étre en a. Soit I = (Iy,...,[,) € RP.
On dit que la fonction f admet [ € R? pour limite au point a et on écrit
lim f(z) =1 si

T—a

Ve>0,dn >0 tel que ||z—alrr <N = ||f(z)—I|lrr <€.
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Fonctions de plusieurs variables réelles Limite et continuité

Limite d’une fonction vectorielle.

Proposition.
Soit
f: 2 CR" — RP
z=(21,...,7) = flz)=(h(=),..../p(7))
une fonction vectorielle de n variables réelles définie au voisinage d'un
point a = (aq,...,a,) de R™, sauf peut-étre en a. Soit
l=(lh,...,l,) € RP. Alors

lim f(z) = si, et seulement si, lim fj(z) =1} Vje{l,....p}.
T—a

T—a

Preuve : Faite au cours
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Fonctions de plusieurs variables réelles Limite et continuité

Limite d’une fonction vectorielle.

Remarques :

© L'étude de la limite d'une fonction vectorielle est équivalente a étudier
les limites de ses fonctions composantes.

@ Les opérations algébriques sur limites des fonctions de plusieurs
variables concernant la somme, la différence, le produit, le quotient et
la composition sont les mémes que celles utilisées dans le cas des
fonctions d'une seule variable réelle.
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Fonctions de plusieurs variables réelles Limite et continuité

continuité ponctuelle.

Définitions.
© Une fonction f définie au voisinage d'un point a € R™ a valeurs dans
R (resp. dans R?) est dite continue au point a si glng(q:) = f(a).
C'est-a-dire, Ve > 0,941 > 0 tel que
o —allan <1 = |f(2) — f(a)| < & (resp. £(z) — F(a)lz < &)
@ On dit que la fonction f est continue sur un ensemble A C R" si elle
est continue en tout point de A.

Exemples :
@ La fonction de projection p; : R" — R, (i =1,...,n), définie par
pi(x) = pi((z1,...,2,)) = z; est continue sur R™.
@ La fonction norme N : R™ — R définie par N(z) = ||z|| est continue
sur R”.

@ Toute forme linéaire sur R™ est continue sur R™.
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Fonctions de plusieurs variables réelles Limite et continuité

continuité ponctuelle.

Remarques :

@ Soit f: 2 C R™ — RP une fonction vectorielle définie par
f(z) = (fi(z),....fp(x)). f est continue en a € Z si, et seulement si,
toutes les fonctions composantes f; (j=1,...,p) sont continues en a.

@ Les opérations algébriques sur les fonctions continues de plusieurs
variables concernant somme, différence, produit, quotient et
composition sont les mémes que celles utilises dans le cas des
fonctions d'une seule variable réelle.
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Fonctions de plusieurs variables réelles Limite et continuité

continuité ponctuelle.

Exemples :

*

*

PROF YOUSEF

Une fonction polyndme de plusieurs variables est continue
sur R™. Par exemple, la fonction

f(z,y,2) = 2%y + zyz2 + 122 est continue sur R3.

Une fonction rationnelle de plusieurs variables est continue
en tout point ou le dénominateur ne s'annule pas. Par
exemple, la fonction f(z,y,2,t) =% Pyzty ;ﬁfj Piayt® g
continue sur 75 = {(z,y,2,t) ER* / £ #0 ou t+#0}.

Les fonctions fabriquées a I'aide des fonctions usuelles de R
dans R, par composition et d'autres opérations algébriques
sont continues sur leurs ensembles de définition. Par

. _ePcosy+/z2+y? .
exemple, la fonction f(z,y) = TTRRI est continue

sur 7y ={(z,y) €R?* / £#0, y#0 et 1+< >0}

oussama.tech academie



Fonctions de plusieurs variables réelles Limite et continuité

continuité ponctuelle.

Proposition.

Une fonction f : 2 C R™ — R est continue en a € ¥ si, et seulement si,
pour toute suite (zx)gen d'éléments de 2 qui converge vers a, la suite
(f (z))ken converge vers f(a).

Preuve : C'est une conséquence de la Proposition 2.1.13.
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Fonctions de plusieurs variables réelles Limite et continuité

Prolongement par continuité.

Définition.
Soit f une fonction numérique définie sur Z\{a} C R". Si
lim f(z) =1 € R, on dit que f admet un prolongement par continuité

L O .
défini par la fonction

g(x)—{ f(z) sizeP\{a};

S si z=a.

. . P 2,,2 |
Exemple : Soit f la fonction définie par f(z,y) = 1+”%smy.
a) f est-elle continue sur son domaine de définition ?

b) Peut-on prolonger f par continuité sur R??
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Fonctions de plusieurs variables réelles Limite et continuité

Fonctions partielles.

Définition.

Soient f: 2 C R™ — R une fonction numérique et a = (ay,...,a,) € Z.
Pour tout i € {1,...,n} on pose

P, ={teR / (a1,...,0i-1,t,0;41,...,0,) € 2} CR. Les fonctions réelles
fi,...,fn d'une seule variable définies par

ﬁl .@1 — R
t — ﬁ(t):f(al,...,ai_l,t,aiH,...,an)

sont appelées les fonctions partielles de f en a.
Exemple :

s 0,0);

Soit la fonction f définie sur R? par f(z,y) =4 =°+v° S? (2,9) #(0,0);
0 si(z,y)= .

Les fonctions partielles en (0,0) sont définies par fi(z) = f(z,0) et

L(y) =£(0,y).
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Fonctions de plusieurs variables réelles Limite et continuité

Fonctions partielles.

Proposition.

Si f: 2 CR"™ — R est continue en a = (ay,...,a,) € Z alors chaque
fonction partielle f; en a est continue en a;.

Preuve : "Exercice.”
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Fonctions de plusieurs variables réelles Limite et continuité

Fonctions partielles.

Remarque : En général, la réciproque de la Proposition 2.1.21 est fausse.
En effet, soit la fonction f définie sur R? par

. $2my2 si (z,y) # (0,0);
f(x’y)_{ K aNe.y) =

Les fonctions partielles en (0,0) sont définies par fi(z) = f(z,0) et
fo(y) = f(0,y) et elles sont toutes les deux continues en z =0et y =0
respectivement. Par contre, la fonction f n’est pas continue en (0,0).
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Fonctions de plusieurs variables réelles Limite et continuité

La continuité uniforme.

Définition.

Une fonction f: 2 C R™ — RP est dite uniformément continue sur & si
Ve>0,3n>0 tel que Vz,y € P, |lz—y|rn <= ||f(z)—f(y)||rr <e&. |

Exemple :
Toute fonction Lipschitzienne est uniformément continue. Notons que
f:R™ — RP est dite Lipschitzienne de rapport k s'il existe k > 0 telle
que

If (@) =fWll < kllz—yll, Ve,yeR™

Remarque :
Toute fonction uniformément continue sur & est continue sur &, mais la
réciproque est généralement fausse.
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Fonctions de plusieurs variables réelles Limite et continuité

La continuité uniforme.

Proposition.

Soient F une partie compacte de R" et f : E — R une fonction
continue sur E. Alors

i) f est uniformément continue sur E. "Théoréme de Heine”
it) f est bornée sur E, c'est-a-dire qu'il existe M > 0 tel que
If(z)| <M, Vze€E.
iii) f(E), I'image de f, est une partie compacte de R.

iv) La fonction f atteint ses bornes inférieure et supérieure,
c'est-a-dire, il existe a, b € E tels que

inf f(z) =f(a) et supf(z)=/f(b).
z€ zeE

Preuve du Théoreme de Heine : Faite au cours
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Fonctions de plusieurs variables réelles Calcul différentiel

Calcul différentiel.
Rappel :

Rappelons que pour une fonction réelle f : I — R définie sur un intervalle
ouvert I C R, on dit que f est dérivable en a € I et on note f'(a) sa

dérivée en a si lim W eR.
Tr—a

On écrit
oy — i L@ o Tlat )= fa)
z—a xr—a t—0 t
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Fonctions de plusieurs variables réelles Calcul différentiel

Les dérivées partielles premiéres (ou d’ordre 1).

Dans toute la suite de ce chapitre, U désignera un ouvert non vide de R".
Soit f une fonction numérique définie sur U (f: U C R — R). Soient
a=(ay,...,a,) € U et X un vecteur non nul de R". On peut vérifier
facilement que la fonction réelle de la variable réelle ¢ définie par

@(t) =f(a+tX) est bien définie sur un voisinage de 0.

Définitions.
% On dit que f admet une dérivée au point a suivant le vecteur

X si la fonction ¢ est dérivable en 0.
Lorsque ¢'(0) existe, on la note Zxf(a) et on a

(@) — tim 20O o fat1X) —f(a)

t—0 t t—0 t
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Fonctions de plusieurs variables réelles Calcul différentiel

Les dérivées partielles premiéres (ou d’ordre 1).
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Fonctions de plusieurs variables réelles Calcul différentiel

Les dérivées partielles premiéres (ou d’ordre 1).

Définitions.
* Si || X| =1, c'est-a-dire, X € S(Ogn,1), alors Zxf(a) est
appelée la dérivée directionnelle de f en a suivant la
direction X.

% En particulier, si X est un vecteur unité dans la base
canonique, c'est-a-dire,

X =e¢=(0,...,0, 1 ,0,...,0) alors Z,,f(a) n'est

1¢e composante
autre que la dérivée en a; de f; la :°™¢ fonction partielle de
fena.
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Fonctions de plusieurs variables réelles Calcul différentiel

Les dérivées partielles premiéres (ou d’ordre 1).

En effet,
_  im flatte)—f(a)
Defla) = lim Hetted-i(@
_ limf((al,...,ai,l,ai+t,az‘+1,m7an))*f((a17~-~~,ai—17ai7ai+l=~-~7an))
t—0 v
— limﬁ(az+t)—fi(avi)
t—0 ¢

‘@@if(a’) = fi/(ai)'

PDe,f(a) est appelé la dérivée partielle premiére (ou d'ordre 1) de f au
point a par rapport a la i®™¢ variable z;. On la note %(a) ou Z;f(a).
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Fonctions de plusieurs variables réelles Calcul différentiel

Les dérivées partielles premiéres (ou d’ordre 1).

Pratiquement, le calcul de gf consiste a ne dériver

Remarque :
;€™e variable x; et considérer les

I'expression de f que par rapport a la i
autres variables comme des constantes.
Exemples :

@ Pour
f: R\{(0,0,00} — R
(z,y,2) —  In(z? +2y% 4 322)

af A\ 2z af _ 4y
ona 5o (z,y,2) = 22 12y2 322" ay(x Y,2) = 212y 322 et

of _ 62
9 (1,9,2) = TR
et en part|cul|er (\[ 3,0)= 157 3y(\[ 3,0) =

Z(\[,S,O) =
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Fonctions de plusieurs variables réelles Calcul différentiel

Les dérivées partielles premiéres (ou d’ordre 1).

Exemples :

(2]
f: R2 — R

(z,y) — f(x,y)Z{ :’”27"’2 si (z,y)=(0,0).

o Y(z,y) € Rz\{(0,0) ,ona
_ yly®=2?) o af (z,y) = J6(032*1/2).

a
aé (I y) ( 2+y2)2’ 8y ( 2+y )
e Pour (z,y)=1(0,0) on a lim H(t0)-f(0.0) 11m =0, donc f admet
t—0 i —0

une dérivée partielle premiere en (0,0) par rapport 3 la 187 variable et

on a gﬁ(O 0) = 0. De méme, hmw: lim &2 =0, donc f
—0 t—0

admet une dérivée partielle d’ordre 1 en (0,0) par rapport a la 2¢™¢

variable et on a 9—(0 0) =0.
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Fonctions de plusieurs variables réelles Calcul différentiel

Les dérivées partielles premiéres (ou d’ordre 1).

Remarque :

L'existence des dérivées partielles n’'implique pas la continuité de la
fonction. On peut prendre la derniére fonction comme un contre-exemple.
Nous avons déja vérifier que f n’est pas continue en (0,0) mais elle admet
des dérivées partielles en (0,0).
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Fonctions de plusieurs variables réelles Calcul différentiel

Les dérivées partielles premiéres (ou d’ordre 1).

Définition.

Soit f: U C R™ — R une fonction numérique de n variables. On dit que
f est de classe ¢! sur I'ouvert U et on écrit f € €1 (U) si f admet des
dérivées partielles premiéres par rapport a toutes les variables en tout point
de U et les fonctions g—é,...,% sont continues sur U.

Exemples :

n
@ La fonction f définie sur R™ par f(z) = ||z||3 = ¥ 22 est de classe
=

¢! sur R™. En effet, pour tout i € {1,...,n} et tout z € R" on a
gg (z) =2uz; et donc gg est continue sur R".
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Fonctions de plusieurs variables réelles Calcul différentiel

Les dérivées partielles premiéres (ou d’ordre 1).

Exemples :
@ La fonction

f: R — R

(x,y) — f(x,y):{ % si (x7y)7:é(0,0),

0 si(z,y)

est de classe € sur R2\{(0,0)}, mais elle n'est pas de classe € sur
R? car g—]; n'est pas continue en (0,0).
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Fonctions de plusieurs variables réelles Calcul différentiel

La différentiabilité.

"La différentiabilité d'une fonction numérique”.

Soit f: U C R™ — R une fonction numérique de n variables. On dit que
f est différentiable en un point a de U s'il existe une forme linéaire v sur
R™ telle que pour tout h € R™ vérifiant a+h € U on a

fla+h)=f(a)+v(h)+|h|e(h) avec }lliir%)e(h):o.

Autrement dit : lim fla+h)—f(a)—v(h)
h—0 [
at+helU

=0.
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Fonctions de plusieurs variables réelles Calcul différentiel

La différentiabilité.

Remarques :
@ On utilise aussi I'écriture f(a+h) = f(a)+v(h)+6(h) avec

o(h) _
Lim T =

@ La forme linéaire v s'appelle la différentielle de f en a et se note
df (a) (ou duf ou f'(a)) et on écrit df(a)(h) = v(h).
© Cette forme linéaire df (a) est continue sur R™.

@ Si f est différentiable en tout point de U, on dit que f est
différentiable sur U. Dans ce cas, la fonction notée df et définie sur
U par
df : U — (R"Y
x— df ()

est appelée la fonction différentielle de f. Notons que (R™)" désigne le
dual de R™, c'est-a-dire, I'espace vectoriel £(R",R) des formes
linéaires sur R™.
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Fonctions de plusieurs variables réelles Calcul différentiel

La différentiabilité.

Proposition.

Si f est différentiable au point a de U alors df (a) la différentielle de f en
a est unique.

Preuve : Faite au cours.
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Fonctions de plusieurs variables réelles Calcul différentiel

La différentiabilité.

Exemples :
© Toute fonction constante d’'un ouvert U de R™ dans R, c’est-a-dire,
f(r)=0o Vz € U, est différentiable sur U et on df (z) = Oggn )
pour tout z € U, i.e, df(z)(h) =0 VheR"™.
@ Toute forme linéaire f sur R™ est différentiable sur R™ et on a
df (z) =f, Vz € R™.
Remarque : La notion de la différentiabilité généralise celle de la
dérivabilité, c’est-a-dire, pour toute fonction réelle d'une seule variable les
deux notions sont équivalentes.
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Fonctions de plusieurs variables réelles Calcul différentiel

La différentiabilité.

"La différentiabilité d'une fonction vectorielle”.

Soit f: U C R™ — RP? une fonction vectorielle de n variables a valeurs
dans R?. On dit que f est différentiable en un point a de U s'il existe
une application linéaire continue v de R™ vers R? telle que pour tout

h € R™ vérifiant a+h € U on a

fla+h)=f(a)+v(h)+|h||e(h) avec }llir%e(h) = Ogs.
_>
L'application linéaire continue v : R™ — RP? s'appelle la différentielle de

f en a et se note df(a) (ou dyf ou f'(a)) et on écrit
df (a)(h) =v(h) € RP.
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Fonctions de plusieurs variables réelles Calcul différentiel

La différentiabilité.

Proposition.

Soit f: U C R™ — R? une fonction vectorielle définie par
f(z)=(fi(z),...,fp(x)). f est différentiable en a € U si, et seulement si,

chaque fonction composante f; (5 € {1,...,p}) est différentiable en a et

on a
df(a): R™ —R”

h—s df (a)(h) = (dfu(a)(h), .., dfy(a)(h)).

Preuve : "Exercice.”
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Fonctions de plusieurs variables réelles Calcul différentiel

La différentiabilité.

Proposition.

Soit f une fonction de plusieurs variables (numérique ou vectorielle) définie
sur U. Si f est différentiable au point a € U, alors f est continue en a.

Preuve : Faite au cours.

Remarque : La réciproque de la proposition précédente est fausse.
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Fonctions de plusieurs variables réelles Calcul différentiel

La différentiabilité.

Proposition.

Soit f une fonction de plusieurs variables (numérique ou vectorielle) définie
sur U. Si f est différentiable au point a € U, alors f est continue en a.

Preuve : Faite au cours.

Remarque : La réciproque de la proposition précédente est fausse.

Proposition.

L'ensemble des fonctions différentiables en a € U est un espace vectoriel.
C'est-a-dire, si f et g sont deux fonctions différentiables en a, alors pour
tout a, B € R, la fonction af + B g est différentiable en a et on a

d(af+pBg)(a) = adf(a)+pBdg(a).

Preuve : "Exercice.”
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Fonctions de plusieurs variables réelles Calcul différentiel

La relation entre la différentiabilité et les dérivées
partielles premieres.

Proposition.

Soit f: U C R™ — R une fonction numérique de n variables. Si f est
différentiable au point a € U, alors f admet en a une dérivée suivant
n'importe quel vecteur X non nul de R” et on a

Ixf(a) = df (a)(X)

Preuve : Faite au cours.
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Fonctions de plusieurs variables réelles Calcul différentiel

La relation entre la différentiabilité et les dérivées
partielles premieres.

Proposition.

Soit f: U C R™ — R une fonction numérique de n variables. Si f est
différentiable au point a € U, alors f admet en a une dérivée suivant
n'importe quel vecteur X non nul de R” et on a

Ixf(a) = df (a)(X)

Preuve : Faite au cours.
Remarque : La réciproque de la Proposition précédente est fausse. On
peut vérifier que la fonction définie sur R? par

2V i (z,y) # (0,0)
x, = o+
e {o " ()=

est un contre-exemple.
PROF YOUSEF oussama.tech academie



Fonctions de plusieurs variables réelles Calcul différentiel

La relation entre la différentiabilité et les dérivées
partielles premieres.

Théoreme.

Soit f: U C R™ — R une fonction numérique de n variables. Si f est
différentiable en a € U, alors elle admet au point a des dérivées partielles
premieres par rapport a toutes les variables et on a

gg];(a) =df(a)(e;) Vie{l,...,n},

ou {e1,...,e,} est la base canonique de R™. De plus, on a

df(a)(h):ilgi(am Vh = (h,...,hs) € R™.

Preuve : Faite au cours.
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Fonctions de plusieurs variables réelles Calcul différentiel

La relation entre la différentiabilité et les dérivées
partielles premieres.

Remarques :
@ La réciproque du Théoréme précédent n'est pas toujours vraie.,
c’est-a-dire, |'existence de toutes les dérivées partielles premiéres n'est
pas suffisante pour démontrer la différentiabilité de la fonction en a.
On peut donner comme un contre-exemple la fonction définie sur R?

par f(l' y): % si (x,y)#(0,0)
’ 0 si (z,y)=(0,0).
@ Si toutes les dérivées partielles premieres existent et vue la linéarité de

n
la fonction h — Z af( ).hi, alors pour déduire la différentiabilité

de f en a, il suffit de vérifier que I'application € : R” — R, définie par

flath)=f(a)= L §E(a)hy

elh)= 2]

, tend vers 0 quand h tend vers 0.
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Fonctions de plusieurs variables réelles Calcul différentiel

La relation entre la différentiabilité et les dérivées
partielles premieres.

Remarques :

© En utilisant (, ) le symbole du produit scalaire dans R™ définie par
n
(z,y) =Y x; y;, on peut représenter la différentielle d'une fonction

=1

numérique f: U CR™ — R en a € U sous la forme

df (a)(h) = (gradf(a),h) = (Vf(a),h),

ou gradf(a) = Vf(a) appelé le vecteur gradient de f en a est défini
par

gradf(a) =Vf(a)= (ai;(a) agjc;( ) ’;jn( )> <§£( )>1<i<n.
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Fonctions de plusieurs variables réelles Calcul différentiel

La relation entre la différentiabilité et les dérivées
partielles premieres.

Remarques :
@ Soit f: U CR™ — RP une fonction vectorielle définie par

f(z)=(fi(z),...,fp(x)). Si f est différentiable en a € U, alors
df (a)(h) = (dfi(a)(h),...,df,(a)(h)) € RP, Yh € R". D'apres le

n
Théoreme précédent, on a dfj(a)(h) = ¥ gg (a).h; pour tout
j=1

i €{1,...,p}. Donc on peut écrire df (a)(h) comme le produit de la
matrice, notée Zr(a) € My n(R) et le vecteur h, c'est-a-dire,

df (a)(h) = Fs(a).h
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Fonctions de plusieurs variables réelles Calcul différentiel

La relation entre la différentiabilité et les dérivées
partielles premieres.

d ) 0
%(a) a—g(a) ﬁf;(a)
X i o P af;
oll /f(a):(a—{:j(a)%g@: axl(@ 336].(@) ﬁ(@ et
1<5<n : . .
of Bf,. of,
72 (a) 375(@) 5 (@)
h
h=1 : | eR".
[

La matrice Zf(a) est la matrice associée a I'application linéaire df (a)
dans les bases canoniques de R™ et RP. On |'appelle la matrice
Jacobienne de f en a. Dans le cas ol n = p, le déterminant de la
matrice Jacobienne est appelé le Jacobien de f en a.
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Fonctions de plusieurs variables réelles Calcul différentiel

La relation entre la différentiabilité et les dérivées
partielles premieres.

Exemple : La fonction vectorielle f : R3 — R? définie par
f(z,y,2) = (22 —y%,2yz2) est différentiable sur R? car ses fonctions
composantes sont différentiables sur R3 et sa matrice Jacobienne est

donnée par
+(7,y,2) . (2:)5 -2y O)
b(z,y,2)) N0 22 2y)

,2) € R3 est I'application

ofi ( fi

VLRI € A it
(z,

Alors la différentielle de f en un point
linéaire df (z,y,z) : R?® — R? définie par

N5 N3]
‘”\\ MS

h h
2z —2 0 2zh —2
df(z.9,2)(h k1) = Fr(a,9.2) | k :(0 e 2y) k :(Zzh+2
l l

En particulier, df(0,1,—1)(1,1,1) = (0,0) et df(0,1,—1)(1,—2,0) = (4,4).
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Fonctions de plusieurs variables réelles Calcul différentiel

La relation entre la différentiabilité et les dérivées
partielles premieres.

Proposition.

Soit f: U C R™ — R une fonction numérique de n variables. Si f est de
classe ¢! sur U, alors f est différentiable sur U.

Preuve : Voir le polycopié.
Remarques :
@ Si f n'est pas différentiable alors elle n'est pas de classe €' méme si
elle admet des dérivées partielles. Par exemple, la fonction définie sur
S si (w,9) # (0,0)
R? par f(z,y) =4 *°v° ’ ’ n'est pas différentiable
)= T e Lo, T

en (0,0) et elle admet les dérivées partielles en (0,0) alors I'une de
ces dérivées partielles au moins n'est pas continue en (0,0).
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Fonctions de plusieurs variables réelles Calcul différentiel

La relation entre la différentiabilité et les dérivées
partielles premieres.

Remarques :
@ La réciproque de la Proposition précédente est fausse. La
différentiabilité entraine I'existence de toutes les dérivées partielles
premieres, mais elle n'assure pas leur continuité. Par exemple, la

y?sin (%) si y#0,

fonction définie sur R? par f(z,y) = { 0 est

sinon,
différentiable sur R? mais n'est pas de classe €' sur R2.
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Fonctions de plusieurs variables réelles Calcul différentiel

La différentiabilité d’une fonction composée.

Théoreme.

Soient U un ouvert non vide de R™ et V un ouvert non vide de RP. Soit
f:U— Vet g:V — RY deux fonctions différentiable en a € U et

b=f(a) € V respectivement. Alors, la fonction composée go f est
différentiable en a et on a

d(gof)(a) = dg(f(a))odf(a)

qu'on peut traduire en écriture matricielle

Hoor(a) = F4(f(a)). s (a).

Preuve : Voir le polycopié.
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Fonctions de plusieurs variables réelles Calcul différentiel

La différentiabilité d’une fonction composée.

Corollaire.

Dans le cas particulier ou ¢ =1, c'est-a-dire, si f: U CR" — V C R? et
g:V — R sont différentiables en a et f(a) respectivement, alors les
dérivées partielles de go f en a sont données par

d(go P )
(gxzf ;(Tg ai()’ Vie{L,...,a}.

Cette formule est appelée la regle de dérivation en chaine.

Preuve : Il suffit d'utiliser la forme matricielle de la composée go f,
c'est-a-dire,

V(gof)(a)=Vg(f(a)). Z;(a).
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Fonctions de plusieurs variables réelles Calcul différentiel

La différentiabilité d’une fonction composée.

S (a) 91 (a)
(LU (@) 32 (a))
%(a) 35;2(&)
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Fonctions de plusieurs variables réelles Calcul différentiel

Théoreme des accroissements finis (T.A.F).

Rappel : Soit f : [a,b] C R — R une fonction réelle d'une seule variable.
Si f est continue sur [a, b] et dérivable sur |a, b], alors il existe ¢ €]a, b] tel
que

F(O)—f(a)=f"(c)(b—a), clest--dire, W = f'(c).
£ (oI /'
T ,/ '/'/ |
a '/H T — ”:
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Fonctions de plusieurs variables réelles Calcul différentiel

Théoreme des accroissements finis (T.A.F).

Théoreme.

Soient U un ouvert de R™ et f : U — R une fonction continue sur U.

Soient a = (ai,...,a,) et b= (b1,...,by) deux points de U tels que
[a,b] C U.

Si f est différentiable sur le segment "ouvert”? ]a, b], alors il existe
c €]a, b tel que

=1 = 3 5

a. Ce n'est pas un ouvert dans le sens topologique

)(bi — a;) = df (¢)(b— a).

Preuve : Faite au cours.
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Fonctions de plusieurs variables réelles Calcul différentiel

Théoreme des accroissements finis (T.A.F).

Remarque : Cette version du T.A.F ne s’applique pas pour les fonctions

vectorielles f : U — RP ol p > 1. En effet, soit f : R — R? définie par

f(x) = (cosz,sinz). f est différentiable sur R et sa matrice Jacobienne en
. . —sinz . C

x est la matrice uni-colonne oo Tt Sur [0,27], si cette version était

vraie on aurait f(27) — f(0) = df (c)(2xr —0) =2x Z¢(c). Or

f(2m)— f(0) = (0,0), alors (—sin¢,cos c) = (0,0) ou ¢ €]0,2x[, ce qui

n'est plus le cas.
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Fonctions de plusieurs variables réelles Calcul différentiel

Théoreme des accroissements finis (T.A.F).

Corollaire.

Soient U un ouvert convexe de R™ et f: U — R une fonction
différentiable sur U. Si la différentielle df est nulle sur U alors f est
constante sur U.

Preuve : Faite au cours.
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Fonctions de plusieurs variables réelles Calcul différentiel

Théoreme des accroissements finis (T.A.F).

Corollaire.

Soient U un ouvert convexe de R™ et f: U — R une fonction
différentiable sur U. Si la différentielle df est nulle sur U alors f est
constante sur U.

Preuve : Faite au cours.

T.A.F. "Version générale”.

Soit U un ouvert de R™. Soient a et b deux points de U tels que

[a,b] C U.Si f: U — RP est une fonction vectorielle continue sur [a, b]
et différentiable sur ]a, b[ telle qu'il existe k > 0 vérifiant

ldf (z)|| < k, Yz €]a,b], alors

1F (6) = f(a)[| < E|[b— all
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Fonctions de plusieurs variables réelles Calcul différentiel

Théoreme des accroissements finis (T.A.F).

Remarques :
© D’apres le Lemme 2.3.24, on peut définir la norme d'une application
linéaire v par ||v|| = sup ”Qﬂ(‘TH)H.
LE#O]R’H 33

@ On peut avoir en fait une inégalité plus fine

IF (0) = f(a)l[ < sup |ldf(«)]].[[b—al.

z€a,b(

ou 1£(8) —f(a)]| < tgﬁpl[lldf(aﬂ(b— a))||-IIb—all-

Corollaire.

Soient U C R™ un ouvert convexe et f : U — R? une fonction

différentiable sur U.

Si k= sup ||df (z)|| < 4oo alors f est k-Lipschitzienne sur U.
zelU
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Fonctions de plusieurs variables réelles Calcul différentiel

Dérivées partielles d’ordre supérieur.

Soit f: U C R™ — R une fonction admettant sur U une dérivée partielle

par rapport 3 la ™ variable. Si la fonction % : U — R admet une

dérivée partielle par rapport a la °™€ variable au point ¢ € U, alors

a‘i (gf: ) (a) est appelée une dérivée partielle seconde ou d’ordre 2 au
7

point a par rapport la ¢™¢ et j™¢ variables prises dans cette ordre. La

P . 9 [ of Lo . 9%f
dérivée partielle seconde s (W) (a) est généralement notée axja%(a)

ou 83_I.f( ). En particulier, si ¢ =j on la note 4 f( ). D'une maniere plus
8 d

8zzl S dz;,
maniére récurrente, on peut définir une dérivée partielle d'ordre k£ > 2 si
toutes les dérivées partielles demandées existent et on écrit

akf pa) ak—lf
ox; 0xy, . ..0x; (a) = dx; \dzy, ...0z; alx
i1 0Tiy ... O, 2 iy« 0T,

Jk d
générale, en utilisant |'opérateur Eomo e 0057 d'une
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Fonctions de plusieurs variables réelles Calcul différentiel

Dérivées partielles d’ordre supérieur.

Exemples : La fonction f : R? — R définie par f(z,y) = 2 +sin(z + y?)

admet des dérivées partielles d'ordre supérieur sur R? et on a

3];(30 y) = 322 +cos(z + y2), f(x y) = 2ycos(z + y?),

%(I,y) = 6z —sin(z + y2), gyf(x y) = 2cos(z+ y2) — 4y?sin(z + y?),

2
aaygx(x y) = —2ysin(z +y° )s 3 i fy( y) = —2ysin(z + y?),

d
2L (z,y) =6—cos(z+y?), ayaz 3(2,y) = =2y cos(z +y?),

3
Tz (@,y) = =2y cos(z +4?),
832%(30 y) = —2sin(z+ y?) — dy?cos(z + y?),
azjgy (.I’ Z/) —2ycos(x+y2)7
2L (2, 5) = —2sin(z+ y?) — 4y cos(z + ),
85

ayagay (z,y) = —2sin(z + y?) — 4y%cos(z + y?) et
f(ac y) = —10ysin(z + y?) — 8y cos(z + y?).
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Fonctions de plusieurs variables réelles Calcul différentiel

Dérivées partielles d’ordre supérieur.

Définition.

Soit £ € N*. On dit qu'une fonction f: U C R — R est de classe €* sur
U et on écrit f € €%(U), si toutes ses dérivées partielles d’ordre inférieur
ou égale a k existent et elles sont toutes continues sur U.

En particulier, si f € €*(U) pour tout k € N*, on dit que f est de classe
€* sur U et on écrit f € €= (U).

Exemple : La fonction f : R? — R définie par f(z,y) = 2 +sin(z + y?)
est de classe € sur R2.
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Fonctions de plusieurs variables réelles Calcul différentiel

Dérivées partielles d’ordre supérieur.

"Théoreme de Schwarz”.

Soit f une fonction définie sur un ouvert U C R™ a valeurs dans R telle
J>f d%f .
que IndT et Iz,95 sont continues en a € U. Alors, on a

d%f d%f

dmdz . dmdm

En particulier, si f € €2(U) alors I'égalité est vérifie pour tout a € U et
pour tout 7,5 € {1,...,n}.

Preuve : Voir le polycopié.
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Fonctions de plusieurs variables réelles Calcul différentiel

La matrice Hessienne.

Soit f : U — R une fonction différentiable sur U C R™. Si df la fonction
différentielle de f est différentiable en a € U (en utilisant la méme
définition de la différentiabilité) alors f est dite deux fois différentiables en
a et la différentielle seconde, notée d?f(a), est une application bilinéaire
continue de R™ x R"™ vers R. De plus, df(a) est symétrique, c'est-a-dire,
d%f(a)(h,k) = d*f(a)(k,h), Vh,k €R™.
La matrice associée a la forme bilinéaire df(a) relativement a la base
canonique est appelée la Hessienne de f en a et notée %7 (a). Si
{€1,...,e,} est la base canonique de R™ alors

A (a) = (d*f(a)(ei, €j))1<i<n

1<j<p
et on peut montrer que

82
P (@)(eirey) = 523 (a).

PROF YOUSEF oussama.tech academie



Fonctions de plusieurs variables réelles Calcul différentiel

La matrice Hessienne.

la Hessienne de f en a est la matrice suivante

aZf an 82f
m(a) 8m13xz(a) amlaxn(a)
a2 B of
I (a) = 3%3];1 (@) QTEZ;(CL) o 8mi8fxn (a)
a2 2y )
sod—(a) - y2i-(a) - $h(a)
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Fonctions de plusieurs variables réelles Calcul différentiel

La matrice Hessienne.

Exemple : Soit f : R? —
f(z,y,2) =2%eY —ysinz.
la forme suivante

En particulier, si (z,y,2) =

Ay (-

PROF YOUSEF

R la fonction définie par
La Hessienne de f en X = (z,y,2) s'écrit sous

92 92
ax;y(X) B:ngz(X) 2e¥  2xeY 0
gg];(X) fygz(X) = [ 22e¥ 2%e¥ —cosz
J 92 — i
azafy(X) 82J2C(X) 0 cosz ysinz,
(—1,0,7) alors

2 =20
Lo,m)=[-2 1 1

0 1 0
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Fonctions de plusieurs variables réelles Calcul différentiel

Formule de Taylor.

Notations : Pour o = (a,...,0,) € N on utilise Ies notations :

* |of = Zal—aﬁr ta, et ol = Haz_al'aQ...

=1

* Lorsque an”, ondit que a >0si o; >0, Vie{l,...

% Pour tout a, € N” tels que 8 < «, c’est a-dire
B: <o, Vie{l,...,n}, on note cb — H Cﬁ7

1=

% Pour tout z = (zy,...,2,) € R", on note
H G0 =5 GBS 0GB 0GR
1=1
$i7£0

% On définit I'opérateur différentiel 2% par

gu_ 9 _ g (oo (aNE
_ax‘x—8xf‘1...8zgn_ dxy 02

a,l.

,n}.

(

9

9Ty,
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Fonctions de plusieurs variables réelles Calcul différentiel

Formule de Taylor.

Lemme.

Soit f: U C R™ — R une fonction de classe ¢ sur |'ouvert U. Alors la
fonction réelle d'une seule variable ¢ définie sur [0,1] par ¢(t) = f(a+th),
ouh € R" tel que [a,a+ h] C U, est de classe €® sur ]0,1] et pour tout

ke{l,...,p} on a

\ k
(p(k)(t) = Z Otl!azk!:..an! aajala j;zan (a+ th)hf‘lhéh ..... hg"
aeN? 1 -0
o+t 0=k
M) (t) = HZk%@af(athh).h“.
o=

Preuve : Il suffit d'utiliser la récurrence.
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Fonctions de plusieurs variables réelles Calcul différentiel

Formule de Taylor.

Applications :
Q@ Pourk=1: |a|=1 < a=(0,...,0, _1 ,0,...,0) et dans ce

~—’
jeme qte
n
casona @'(t)= ¥ 2% (a+th).h* =Y 3 9L - (a+th)h;. Clest
laj=1 " i=1
exactement le cas de la regle de dérivation en chaine.

@ Pour
o=(0,...,0, 2 ,0,...,0) ou

_ jeme cte
k=2: |la|=2 < oa=(0,...,0, 1 ,0,...,0, 1 ,0,...,0)
1(77’1(‘0?(’ js’mecfp
Dans ce cas on a
¢"(t) = HZQ%.@O‘f(aHh).hO‘
ol=
n 2 n 2
= L HGHartR+ ¥ Foid (atih) by
1= g 1,]=
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Fonctions de plusieurs variables réelles Calcul différentiel

Formule de Taylor.

"Formule de Taylor Young I'ordre p”.

Soit f: U C R™ — R une fonction de classe € sur I'ouvert U. Si a € U
et h € R" tel que [a,a+h] C U, alors

flath)= ¥ %@“f(a)h“ﬂ\h”ps(h) avec lim e(h) =0.

la|<p

ouencore f(a+h)= Y 2% (a)h®+o(|h|P).

la|<p

Preuve : Il suffit d’appliquer la formule de Taylor classique la fonction
réelle d'une seule variable définie sur [0,1] par @(t) = f(a+ th).
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Fonctions de plusieurs variables réelles Calcul différentiel

Formule de Taylor.

Application :"trés importante pour I'étude des extremums”
Soit f: U C R® — R une fonction de classe €2 sur U. Le

développement de Taylor d'ordre 2 de f au voisinage de a € U s'écrit sous
la forme suivante :

flath)= ¥ %Wf(a)h“r”h\l?e(h)

jal<2

=)L, = 9”‘]‘" VR + Y 9‘)‘f( Vet Y, Q“f()h"‘ﬂlhllze(h)

ja=0 ¥ jaf=1 & jaf=2 %

n f n an
+Z axl Z paz WA+ L (a) hi-hy+ |l €(h)

4 ]:‘1 8:@8@
i7J

flath)=f(a)+(Vf(a),h)+ hTﬁf?( Jht[[h*e(h) avec lim &(h)

=0,
ou Vf(a) est le vecteur gradlent de f en a, J%(a) est la Hessienne de f

PRI N AR P S A
PROF YOUSEF
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Fonctions de plusieurs variables réelles Extrema

Extrema.

Définitions.
@ On dit que f admet un minimum local en a € U s'il existe un
voisinage V de a tel que

fla) <f(z) Ve V.
@ On dit que f admet un minimum global (ou absolu) en a € U si
fla) <f(z) Vz e U.

© On dit que f admet un maximum local (resp. global) en a € U s'il
existe un voisinage V de a tel que

f(a) > f(=x) Ve eV (resp. f(a) > f(x) Ve e U).
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Fonctions de plusieurs variables réelles Extrema

Extrema.

Définitions.
@ Ces extrema locaux (resp. globaux) deviennent stricts si les inégalités
précédentes sont strictes sur V\{a} (resp. U\{a}).
Remarque : On utilise le mot extremum pour désigner sans distinction un

maximum ou minimum.

S W‘%}W
Z 2

LIS o

-z
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Fonctions de plusieurs variables réelles Extrema

Condition nécessaire d’existence d’'un extremum.

Théoréeme.

Soit f: U C R™ — R une fonction différentiable en a € U. Si f posséde

en a un extremum (local ou global) alors df (a) = 0 ¢(gn» r), ce qui signifie
que toutes les dérivées partielles de f en a sont nulles, c'est-a-dire,

Vf(a)= (;im),...,;;(a)) = O,

Preuve : Faite au cours.
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Fonctions de plusieurs variables réelles Extrema

Condition nécessaire d’existence d’'un extremum.

Remarque :

Q Si 1y € U tel que df (z9) =0 alors zy est appelé un point critique
(ou singulier ou stationnaire) de f.

@ étre un point critique de f est une condition nécessaire d'un
extremum mais pas suffisante, c’est-a-dire, qu'on peut trouver un
point critique pour lequel f ne posséde pas d'extremum.

© Les extrema d'une fonction différentiable, quand ils existent, sont a
chercher parmi ses points critiques.
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Fonctions de plusieurs variables réelles Extrema

Condition suffisante d’existence d’un extremum.

Soit f: U C R® — R une fonction de classe €2 sur U. Soit a € U un
point critique de f, c’est-a-dire, Vf(a) = Ogn. Le développement de Taylor
d'ordre 2 de f au voisinage de a est alors

flat ) =f(a)+ 5hT H5(a) b+ [P (),

avec }llin%e(h) =0 et #;(a) est la Hessienne de f en a qui est symétrique
H

d'aprés le Théoréeme de Schwarz. Au voisinage de a, c'est-a-dire, lorsque
||h]| est suffisamment petit, on peut déduire que f(a+h)—f(a) et
shT A (a) h ont le méme signe. Le terme hT % (a) h représente la
forme quadratique 2(%;(a)) associée a la matrice Hessienne .77 (a) qui
se diagonalise dans une base orthonormée et qui a les valeurs propres sont
toutes réelles (d'apres la symétrie de 77 (a)).
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Fonctions de plusieurs variables réelles Extrema

Condition suffisante d’existence d’un extremum.

n
Si h= Y o e, dans cette base orthonormée {ej,... e} } et les A1,...,4,
=1

1=

n
sont les valeurs propres de J#;(a), alors hT H(a)h =Y a? ;.
i=1

Théoreme.

Soient f : U C R®™ — R une fonction de classe €2 sur U et a € U un
point critique de f.
% Si toutes les valeurs propres A; de la Hessienne de f en a
sont strictement positives, alors f admet un minimum local
strict au point a.

% Si toutes les valeurs propres A; de la Hessienne de f en a
sont strictement négatives, alors f admet un maximum local
strict au point a.
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Fonctions de plusieurs variables réelles Extrema

Condition suffisante d’existence d’un extremum.

Application : Dans le cas olin = 2, c’est-a-dire f : U C R> — R, avec les

notations de Monge suivantes : p = %(a), q= fjgy(a) et r= g—zj;(a), et
en utilisant le fait que det(%;(a)) = pr—q¢> =21 A2 et

tr(7(a)) = p+1r = A1 + A2, on obtient les cas suivants :

% Sipr—q¢?>>0etp>0alors f admet en a un minimum local
strict ;

Si pr—q¢%>>0et p<0 alors f admet en a un maximum
local strict;

*
% Si pr—¢? <0 alors f n'admet aucun extremum en @, mais
elle possede un point selle en a;

*

Si pr— ¢? =0, alors dans ce cas on ne peut conclure a priori.
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Extrema.

Fonctions de plusieurs variables réelles

Extrema
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Fonctions de plusieurs variables réelles Difféomorphismes et Théoréme des fonctions implicites

Difféomorphismes et Théoreme des fonctions

implicites.

Difféomorphismes.
Soient U et V deux ouverts de R"™ et £ € N*. On dit qu'une fonction

f: U — V est un difféomorphisme de classe €* ou
¢*-difféomorphisme si elle satisfaite les conditions suivantes :

i) f est bijective de U dans V;
ii) f est de classe &* sur U,
i) f~' est de classe €* sur V.
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Fonctions de plusieurs variables réelles Difféomorphismes et Théoréme des fonctions implicites

Difféomorphismes.

Remarques :

Si k=0, c'est-a-dire, f et f~! sont seulement continues, on dit que f
est un homéomorphisme.

Si f: U — V est un difffomorphisme (k > 1), alors sa différentielle
en tout point a € U est un isomorphisme de R™ dans lui méme,
c'est-a-dire, det _#;(a) # 0. La fonction réciproque de cette
différentielle n'est autre que la différentielle de f~! en f(a),
c'est-a-dire,

df~'(f(a)) = (df (a)) ™"

En utilisant les matrices Jacobiennes, on peut traduire cette relation
en écriture matricielle sous la forme

Hi1(b) = (Fr(fH(b))) 7, vbe V.
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Fonctions de plusieurs variables réelles Difféomorphismes et Théoréme des fonctions implicites

Difféomorphismes.

Théoreme : "Théoreme d’inversion locale”.

Soient U et V deux ouverts de R™ et k € N*. Soit f: U — V une
fonction de classe €% sur U. S'il existe a € U tel que df(a) est un
isomorphisme (c'est-a-dire det_#f(a) # 0) alors il existe un voisinage
ouvert U, de a dans U et un voisinage ouvert V}, de b= f(a) dans V tel
que la restriction de f U, soit un €*-difféomorphisme de U, dans V.
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Difféomorphismes.

Corollaire : "Théoreme d'inversion globale”.

Soit f : U —» R™ une fonction de classe €% sur U. f est un
¢*-difféomorphisme de U dans f(U) si, et seulement si, f est injective et
sa différentielle en tout point de U est un isomorphisme de R™ dans R".
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Fonctions de plusieurs variables réelles Difféomorphismes et Théoréme des fonctions implicites

Théoreme des fonctions implicites.

Théoreme : "Cas de R?".

soient U un ouvert de R?, (a,b) € U et f: U — R une fonction de classe
€* sur U. Si f(a,b) =0 et g—{!(a, b) # 0, alors il existe un voisinage I de
a, un voisinage J de b (I et J sont des intervalles ouverts contenant a et
b respectivement) et une fonction ¢ : [ — J de classe €% sur I vérifiant
i) IxJCUeto(a)=0b;
i) f(z,o(x))=0, Vzel,

of
/ _ E(%‘P(I))
i) @'(z) = & eola)
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Fonctions de plusieurs variables réelles Difféomorphismes et Théoréme des fonctions implicites

Théoreme des fonctions implicites.

Preuve : La démonstration de ce théoréme peut s'effectuer en
considérant la fonction h(z,y) = (z,f(z,y)) et en lui appliquant le
Théoreme d'inversion locale, qui permet de définir (z,¢@(z)) comme
I'antécédent de (z,0).
Remarque : On peut exprimer la condition ii) de la fagon suivante :

ii") Pourtout z €1 ona, f(z,y)=0<=y=0¢(x)
Exercice : Soit f : R* — R définie par f(z,y) = e¥ ! 4+ y — x. Montrer
que la relation f(z,y) = 0 définit implicitement y en fonction de z au
voisinage du point (2,1).
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Fonctions de plusieurs variables réelles Difféomorphismes et Théoréme des fonctions implicites

Théoreme des fonctions implicites.

Théoreme : "Cas de R™".

f:UCR"IxR —R

(@y) — f(z,y)
fonction de classe €% sur U. Soit (a,b) € U tel que

a=(a,...,an_1) ER" Let beR. Sif(a,b)=0 et %(a,b) # 0, alors il
existe un voisinage V de a, un voisinage W de b (W est un intervalle
ouvert contenant b) et une fonction @ : V — W de classe €% sur V tq :

) VxWcUeto(a)=
i) f(z,9(x))=0, Ve e V;

(@.9(@). L (2.9(2)))
\v/ — (911 3% 1
i) Vo(z) )

T
¢ L (z.0(z)) _
axL(x):_ai)) VZE{l,,TL—l}

Soient U un ouvert de R 1 xR et une

. C'est-a-dire,

v
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Calculs des intégrales doubles et triples

© Calculs des intégrales doubles et triples
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Calculs des intégrales doubles et triples Rappel

Rappel : Intégrale d’une fonction une seule variable.

f:[a,b] CR —R.

1°" cas : Si f est en escalier, c'est-a-dire, il existe une subdivision
h=a<ti <tp<---<tp_1<t,=>telle que f est constante (f(z) = ¢;)

sur chaque intervalle |¢;,t;41], alors

n—1
/bf(t) dt = Z Ci.(ti+1 — ti).
a =0

a=to h t2 fa fa
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Calculs des intégrales doubles et triples Rappel

Rappel : Intégrale d’une fonction une seule variable.

f:la, )] CR—R.
2¢™¢ cas : Si f est bornée, on I'approche par des fonctions en escalier.
Définition.
Une fonction bornée f : [a,b] — R est intégrable sur [a, b], s'il existe un
réel unique I tel que pour toute fonction en escalier u et v sur [a, b]
b b
vérifiant u(z) < f(z) < wv(x), on a / u(z)de <1 §/ v(z)de.
Et de plus, si pour tout € > 0, il existe des fonctions en escalier Ue et vg
b b
vérifiant ue(z) < f(z) < ve(z) et 0 S/ ve(T) da:—/ ug(z) dr < €.
a a
b
Le réel I est appelé I'intégrale de f sur [a,b] et not / f(z)dz.

a
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Calculs des intégrales doubles et triples  Rappel

Rappel : Intégrale d’une fonction une seule variable.

fila,b) CR —R.

__sup fll,)

a=1x E2S L I k Iy #g=b Ed

Fic. 1 - Somme de Darboux inférieure (hachurée) et supérieure (hachuré phis
blanc) de f{x) pour une subdivision équidistante d'crdre 4 de [a,8].

= = = Dae
oussama.tech academie
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Calculs des intégrales doubles et triples Rappel

Rappel : Intégrale d’une fonction une seule variable.

Remarques :
b
i) Si la fonction f est positive sur [a, b] anrs/ f(x)dz

a
représente |'aire sous la courbe de f au-dessus [a, b].

i) Si la fonction f est continue sur [a,b] alors f est intégrable
sur [a, b].

iii) Si f et g sont deux fonctions intégrables sur [a, b] alors pour
tous réels a et B on a

/ab(af—i-ﬁg)(x)dx:(X/abf(x)dm—l—[i/abg(x) da.
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Calculs des intégrales doubles et triples Intégrales doubles

Intégrales doubles : Intégration sur un rectangle de R2.

Soit Z = [a, b] X [c,d] un rectangle dans R2. Soit f une fonction définie
sur ,@ é valeurs dans R, c'est-a-dire, f : [a,b] X [¢,d] — R.

1¢" cas : Si f est en escalier, c'est-a-dire, il existe une partition de
[a, b] x [c, d] par des subdivisions f{) = a < t; < fa < -

<<ty <tp,=0bet
SHp=c< 8 <5<

< Sm—1 < 8m = d telle que f est constante
(f(x) = c4) I'intérieur de chaque rectangle |, ti1[x]s;j, 5j41]

=} =7 =
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Calculs des intégrales doubles et triples Intégrales doubles

Intégrales doubles : Intégration sur un rectangle de R2.

1°" cas :

Définition.

L’intégrale double de la fonction en escalier f sur le rectangle
Z = [a,b] X [c,d] est définie par

fff(%?/) drdy N WD 2y (41 — &)-(841 — 55).
R 1<i<n
1<j<m

Remarques : La valeur de l'intégrale fff(x,y) dzdy ne dépend pas des
%

valeurs de f sur les bords des petits rectangles [t;, ;1] % [s;, 8j+1].
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Calculs des intégrales doubles et triples  Intégrales doubles

Intégrales doubles : Intégration sur un rectangle de R2.

2¢Me€ cas : Si f est bornée sur Z = [a,b] X [¢,d], on |'approche par des
fonctions en escalier.
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Calculs des intégrales doubles et triples Intégrales doubles

Intégrales doubles : Intégration sur un rectangle de R2.

Définition.

On dit qu'une fonction bornée f : # = [a,b] X [¢,d] — R est intégrable
sur le rectangle %, s'il existe un réel unique I tel que pour toutes
fonctions en escalier u et v définies sur Z, telles que

u(z,y) < f(z,y) <v(z,y), on a

([ wa,w) dady < 1 < ([ v(z,y) dudy,

et de plus, si Ve > 0 il existe des fonctions en escalier ue et ve vérifiant
ve(2,9) < f(2,9) < ve(w,9) et 0< ([ ve(w,y) dody— [[ ue(z,y) dody <e.

Le réel I s’appelle I'intégrale double de f sur Z et se note
([ £(z,y) dody.
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Calculs des intégrales doubles et triples  Intégrales doubles

Intégrales doubles : Intégration sur un rectangle de R2.

Théoreme.
i) Si la fonction f est positive sur Z = [a, b] X [¢, d] alors
fjf(x, y) dzdy représente le volume sous le graphe de f

K74
au-dessus Z.

i) Si la fonction f est continue sur le rectangle
X = |a,b] x [c,d] alors f est intégrable sur Z.
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Calculs des intégrales doubles et triples Intégrales doubles

Intégrales doubles : Intégration sur un rectangle de R2.

Propriété
i) Si f et g sont deux fonctions intégrables sur le rectangle
X = |a,b] x [c,d] alors pour tous réels a et B on a

|[(@f+B9)(a,y) dedy=a [[ f(x,y) dady+p |[ g(x,y) dudy
74 X

74

i) Si on disjoint le rectangle Z en une partition de deux
rectangles #1 et %s, c'est-a-dire, Z = %1 U %> avec
F1 Ny =0, alors

[[ (@,y) dody = [[ £z, y) dudy + [[ f (2, ) dudy.
K 4 72
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Calculs des intégrales doubles et triples  Intégrales doubles

Calcul des intégrales doubles sur un rectangle.

"Théoreme de Fubini”.
Soit f une fonction continue sur le rectangle #Z = [a,b] x [c, d] alors

[jff(x,y)dxdy:[lb </cdf(:11,y)dy> da::/cd (/{lbf(a;7y) dx) dy.

Remarque : En particulier, si f est un produit de deux fonctions ¢ et h
d'une seule variable, c'est-a-dire, f(z,y) = g(x).h(y), alors

Ljf(x,y) drdy = (/abg(x) da:) (/cdh(y) dy) _

PROF YOUSEF oussama.tech academie



Calculs des intégrales doubles et triples  Intégrales doubles

Calcul des intégrales doubles sur un rectangle.

Exemples :
@ Pour Z =[-1,01x[0,1] et f(z,y) =22+ 4% on a

o 0 A1
I]I(x2+y2)dxdy— /_1 </0 (x2+y2)dy> dx_/_1 <[$2y+3]0>
. 3 1 0 2
@ Pour Z=[0,1]x[1,2] et f(z,y) =e**Y, on a

f e dudy = fj e’ e¥dxdy = /01 e’ dx /12 e¥dy

[0,1]x[1,2] [0,1]x
= [e ]é[eyﬁ e(e—1).
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Calculs des intégrales doubles et triples  Intégrales doubles

Intégrales doubles : Intégration sur une partie bornée de R?.

Soit f : 2 C R? — R une fonction définie sur une partie bornée

non-rectangulaire 2. On considére un rectangle Z tel que ¥ C % et on
définit la fonction f sur &Z par

f($7y):{ fleyy) si(z,y)e2

On pose

|[ (@,y) dody = [[ F(z,y) dudy.
9 4
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Calculs des intégrales doubles et triples  Intégrales doubles

Intégrales doubles : Intégration sur une partie bornée de R?.

On peut se ramener a deux types de domaine & :

Type 1 : Z={(z,y)€ER? Ja<z<b et gi(z)<y<g(z)} ol g et
g2 sont deux fonctions continues de [a, b] dans R.
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Calculs des intégrales doubles et triples  Intégrales doubles

Intégrales doubles : Intégration sur une partie bornée de R?.

Type 2: Z={(z,y) €R? / c<y<d et hi(y) <z <ha(y)}, ol hy et
he sont deux fonctions continues de [c, d] dans R.

¥

gt
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Calculs des intégrales doubles et triples Intégrales doubles

Intégrales doubles : Intégration sur une partie bornée de R?.

"Théoreme de Fubini”.

Soit f une fonction continue sur une partie bornée 2 C R?, alors f est
intégrable sur & et on a deux cas :

i) Si le domaine d'intégration Z est de type 1 alors

f@ff(x, ey = [ ( / f:)f(x,y) dy) d.

i) Si le domaine d'intégration & est de type 2 alors

Jf roanraaty = [*( [ (o) do) ay.
)

1(y)
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Calculs des intégrales doubles et triples  Intégrales doubles

Intégrales doubles : Intégration sur une partie bornée de R?.

Remarque :

© Le choix d'intégrer d'abord par rapport = ou par rapport y peut
amener a des calculs plus ou moins long.

@ L'aire d'un domaine borné de R? est donnée par

A (D) = aire(D) = medy.
9
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Calculs des intégrales doubles et triples  Intégrales doubles

Intégrale double et changement de variables.

Rappel :

Pour une fonction d'une seule variable intégrable sur [a, b], on a

/abf @ de= | “Hateng v,

olg est une bijection de [c, d] sur [a, b].
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Calculs des intégrales doubles et triples Intégrales doubles

Intégrale double et changement de variables.

Théoreme.

Soit @ = (1, ): 2 CR? —R?
(u,v) — (xay) = q)(ua 1}) = (q)l(uvv)vqb(uvv))
une fonction injective et de classe €' sur 2 telle que det(_Zy(u,v)) # 0,
ol _Zy(u,v) est la matrice Jacobienne de ¢ définie par
00 (4 p) Z8L(y
Folu,0) <§¢§u§ a%pzﬁu ;) |
Si f est une fonction intégrable sur ¢(2) alors

jf f(z,y) dedy = fffo @(u,v) |det(_Zo(u,v))| dudv.
0(2) 2
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Calculs des intégrales doubles et triples  Intégrales doubles

Intégrale double et changement de variables.

Application : "Changement en coordonnées polaires”

Si la fonction f ou le domaine d'intégration sont exprimés en fonction de
22 + 2, alors le calcul d'intégrale est souvent plus facile en passant en
coordonnées polaires, via I'application injective de classe €' sur

R% x [0,2x[ définie par ¢(r,0) = (rcos0,rsin@) = (z,y)

X |, M
rsin@

X

rcos6

cos® —rsinf
sin@ rcos@

ff f(z,y) dedy = fff(rcos 0,7rsin0)rdrd6.
9

Dans ce cas, on a det(_Zy(r,0)) =

‘ =r, alors
?(2)
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Calculs des intégrales doubles et triples  Intégrales doubles

Intégrale double et changement de variables.

Exemple : Calculons I'intégrale I = fj xy dzdy ol
A

A={(z,y) €R*: >0, y>0 et z°+y* <1},

OnaA=¢(B)ouB={(r,0) cRi x[0,2x:0<r<1 et0<0<
21, alors

I= jfxy dzdy = jf xy dxdy = ff(rcos@)(rsin@)rdrde
- ¢(B) B
1 E
([ 3sin20)drd6 = = [ +3dr.[” sin26d6 = -

~"

1
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Calculs des intégrales doubles et triples Intégrales triples

Intégrales triples.

On définit et on calcule les intégrales pour les fonctions de trois variables
(et plus...) de maniére totalement similaire et on note I'intégrale triple

d’'une fonction f sur une partie bornée A de R3 par fjff(a:, Yy, z) dedydz.
A

Le Théoreme de Fubini dans R® permet de ramener le calcul d'une
intégrale triple a celui d'intégrale double et ainsi grace au méme Théoréeme
énoncé dans R?, 3 celui d'intégrales simples.
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Calculs des intégrales doubles et triples Intégrales triples

Intégrales triples.

"Théoréme de Fubini dans R3".

Soit o7 = {(z,y,2) ER3/(z,y) € BCR? et g1(z,y) < 2z < go(z,y)},
ouZ est une partie bornée de R? et les fonctions g; et g, sont continues
sur A.

Si f est une fonction intégrable sur < alors

fjff z,y,2) drdydz = jj </gg2 ' y (z,y,2) dz> dzdy.

1(z,y)

De plus, si B={(z,y) €R? / a<1<b et ¢1(z) <y<@a(2)}, ol ¢
et ¢y sont deux fonctions continues de [a, b] dans R, alors

b ¢2(x) 92(z.y)
jjff(acjy,z) dzdydz :/ </ </ f(z,y,2) dz> dy) dz.
o a 91(z) 91(z,y)
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Calculs des intégrales doubles et triples Intégrales triples

Intégrales triples.

Remarques :

@ |l peut avoir différentes formulations suivant la forme du domaine
d'intégration /. On peut procéder dans |'ordre des variables que I'on
veut, toutes donnant le méme résultat.

@ En particulier, si f(z,y,2z) =1 sur &7, l'intégrale fj 1 dzdydz
o

représente alors le volume de 7.
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Calculs des intégrales doubles et triples Intégrales triples
Intégrales triples.

Exemple : Soit & = {(z,y,2) € (Ry)3/ z+y+ 2z <1}. Calculons
1

I'intégral ——— — dxdydz. Le d ine d'intégrati

intégrale {if AtotyTo)? xdydz. Le domaine d'intégration

peut-&tre exprimé comme

%:{(x,y,z)eRg/nggl, 0<y<l—z et 0<z<1l—z—y}.

D’apres le Théoreme de Fubini, on a

fif W drdydz = /01 </01_m </01_Z_y W dz) ¢

_ 3
= Z_IHQ'

D’autre part, le volume du domaine &/ peut-étre calculé comme suit,

Y (of) = gﬁ il /01 </OH </0H_y dz> dy> dr = %
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Changement de variables dans R3.

Théoreme.

Soit ¢@:.4/ CR?> — R? une fonction injective de classe €' sur .o/
(U, v, w) = (x7 Y, Z) X (p<u7 U, w)v

telle que det _Zy(u,v,w) # 0, oli_Z, est la matrice Jacobienne de ¢.

Si f est une fonction intégrable sur = ¢(</), alors

jfff(x, Yy, 2) drdydz = jfff 0 @ (u,v,w) |det(_Zo(u,v,w))| dudvdw.
B o
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Changement de variables dans R3.

Applications :

@ Les coordonnées cylindriques d'un point (z,v,2) € R? sont définies

par le changement de variables via I'application injective de classe ¢!
sur R* x [0,27[xR définie par

¢:R* x[0,2x[xR — R3
(r,0,z) —(x,y,2) =¢(r,0,z) = (rcosH,rsinb, z).
cos@ —rsinf® 0

Dans ce cas, on a _Zy(7,0,2) = [ sin@ rcos® 0| et

0 0 1
det_Zy(r,0,2) =, alors

J:I:[f(xa y,2) dzdydz = Hff(rcos 0,rsin,z)rdrd@dz.
() o
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Changement de variables dans R3.

Applications :

@ Les coordonnées sphériques d'un point (r,y,2) € R? sont définies
par le changement de variables via I'application injective de classe ¢!
sur RY x [0,27[x [0, [ définie par

¢: R x[0,2x[x[0,7] — R?
(r,0,0) —— (z,y,2)=0¢(r,0,¢) = (rcosOsing,rsinO

Dans ce cas, on a
cosB@sing —rsin@sing rcosOcos@

Fo(r,0,0) = [ sinBsing rcosBsing rsinBcos¢ | et
cos ¢ 0 —rsin¢g
‘det/q,(r,e,q)ﬂ = r2sin¢, et par suite

ffff(x, y,z) dedydz = ffff(rcos@sinq), rsin@sin ¢, rcos @) r2sin ¢ dr
o() 4

PROF YOUSEF oussama.tech academie



Calculs des intégrales doubles et triples Intégrales triples

Changement de variables dans R3.

Exercice :

@ Calculer ¥ = fjf 27 dudydz
o

oud = {(z,y,2) ER3/ 22+ > <1let0<2<1}.

@ Calculer le volume d'une boule de R? de rayon 7.
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